TD 12 : Nombres réels Corrigé

Supremum et infimum (pratique)

#* Lorsqu’elles existent, déterminer les bornes
supérieures et inférieures des ensembles suivants :

B:{e_%
nEN*} D = {arctan(e" !xER}
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A= {x(1-x) |x€R}
C:{1+(_1)n
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E:{XER+}X2<2}

4%k  Lorsqu’elles existent, déterminer les
bornes supérieures et inférieures des ensembles sui-
vants :
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Supremum et infimum (théorique)

#% Soit A une partie non vide de Z qui est ma-
jorée.
1) Montrer que A possede une borne supérieure,
qu'on notera M.

On admet le théoréme suivant :
Si une suite a valeurs dans 7. est convergente, alors elle
est constante a partir d’'un certain rang.

2) En déduire que A posseéde un maximum.

3) Pour toutx € R, on pose B={k € Z | k < x}. Justi-
fier que B posséde un maximum. Que vaut max(B) ?

@ %4 Soit A une partie de R majorée. On note
M = supA. On suppose que M ¢ A.

1) Justifier que A n"admet pas de maximum.

2) Montrer que pour tout § > 0, l'intervalle [M —
o.M ] contient une infinité d’éléments de A.

Supposons par 'absurde qu'il existe § > 0 tel que l'inter-
valle [M — 5,M] contienne un nombre fini d’éléments
de A. Ainsi, I'ensemble

B=AN[M—-6M|

ne posseéde qu'un nombre fini d’éléments. En particu-
lier, B possede un maximum : on pose N = max(B). On
a en particulier N € B, donc N € A. Or, puisque M ¢ A,
on en déduit que N # M. Ainsi,onaM — 0 <N < M.
On va obtenir une contradiction en montrant que N
majore A, ce qui est impossible car M = supA est le plus
petit des majorants. Soit x € A.

e On suppose que x < M — §. Dans ce cas, on a bien
x<NcarM—6 <N.

e On suppose que x > M — 6. Comme M majore A,
onaaussix <M,doncx AN [M— 5,M] ,i.e.x €B.
Puisque N = max(B), on adonc x < N.

Dans tous les cas, on a donc x < N, donc N majore A.
Contradiction. Ainsi, ’ensemble [M ) ,M] contient
une infinité d’éléments de A.

@ **#* SoitA,B C R deux parties non vides bor-
nées.

1) On définit’ensemble
A+B:={a+b|lacA becB}
Montrer que A + B est majoré et que
sup(A + B) = supA +supB
2) On définit 'ensemble
|A| := {|a| ‘ aEA}

Montrer que |A| est majoré et déterminer sup |A| en
fonction des supremum et/ou infimum de A .
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Ensembles usuels, densité

@ % (Nombres rationnels)
Rappel : si x et y sont rationnels, alors x+y, x —y, xy et
x/y (siy est non nul) sont aussi rationnels.

1) Soitx,y € Q positifs tels que /x et \/y sont irration-
nels. Montrer que /x + ,/y est irrationnel.

2) Montrer que les nombres V6 — V2 —+/3 ainsi que
V24134 /5 sont irrationnels.
On peut utiliser le résultat suivant : sin ne s'écrit pas
comme le carré d’un entier, alors \/n est irrationnel.

On pose r = V6—v2—-/3. Supposons par I'absurde
que r est rationnel. On a V2413 =+v6—rdonc

24342V6=6—1r*—2r/6

d’ou (2+ 2r)\@ — 1 — 2. On montre que r # —1 donc
V6 € Q. Contradiction.

##% Pour tout réel x, et entier naturel n, on pose

| 10"x]
= "ot
1) Montrer que lim r, = x.

n——oo
2) En déduire que D est dense dans R.

*#%#% Montrer que les ensembles suivants sont
denses dans R :

X={Jr|reqQ} Y:{%‘aEZ,nEN}

@ #**% (nécessite d’avoir fait maths expertes)
1
Soit k € N*. L'objectif est de montrer que % cDsiet

seulement si k peut s’écrire 2759 avec p,q € N.

1) Traiter le sens indirect.
1
2) Montrer que si k est un multiple de 3, alors z ¢ D.

3) Traiter le sens direct en raisonnant par contraposée.
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